FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES - 1 -

Jean Paul TRUC
Professeur de Mathématiques Spéciales
a I’Ecole des Pupilles de 'AIR
38332 Saint-Ismier Cedex

9 avril 2005

Ce chapitre traite des fonctions de R™ dans R.

1 Continuité des fonctions de R" dans R

1.1 L’espace vectoriel normé R"

Nous rappelons ici quelques notions de base sur les notions de limite et
continuité. L’espace R™ est muni d’une norme ; comme R" est un espace
vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes ; on choisit
par exemple I'une des normes usuelles définies par :

Définition 1 Les trois normes usuelles sont définies par : Vx € R™:

| % floo= sup |a;|
i=lan

lafhi= 3 el

i=lan

Iz llo= [ a2
i=lan

La norme || z ||2 est en fait la norme associée au produit scalaire :

n
<z Y>= Ty
i=1

L’espace d’arrivée qui n’est autre ici que le corps des réels R est muni de la
valeur absolue; on se trouve dans un cas particulier d’une application d’un
espace vectoriel normé dans un autre.

Définition 2 Soit f une application d’une partie D de R™ dans R et a un
point adhérent a D. La fonction f admet pour limite le réel | quand x tend
vers a (en appartenant a D) si et seulement si :

Ve >0,3a >0/Vz € D: ||z—al<a = |f(z)-1<e




ou encore : pour tout € > 0 , il exriste a« > 0 tel que l’image par f de
Bo(a,a) N D soit incluse dans |l — €,1 + ¢[. On note :

l = lim  f(x)

z— a x€D
ou plus simplement :

I = xli_{n@f(m)

Avec cette définition, si a appartient a D , il est facile de voir que la
seule limite possible est f(a). On dit dans ce cas que f est continue au point
a .

Définition 3

f continue en a <= f(a) = li_}m f(z)

Nous allons maintenant étudier quelques exemples en détails.

1.2 Etude d’un premier exemple

On considere la fonction de deux variables définie par :

In(1 + zy?)

flz,y) = Ry

Nous vous proposons d’étudier le comportement de cette fonction au voisi-
nage de l’origine sous forme d’exercice :

e Déterminer le domaine de définition de f .

e Est ce que f est continue en tout point intérieur de son domaine de
définition ?

e Déterminer la limite :

In(1 + zy?)
1m —_——
(2y)—00) 22+ y?

Peut-on prolonger f par continuité en (0,0)?

Voici le tracé de la surface d’équation :

In(1 + zy?)
2 +y2

z:f(a?,y):

au voisinage de l’origine .
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Fig 1
Sur ce tracé , on constate bien qu’il est possible de prolonger par continuité
la fonction en posant : f(0,0) = 0 . Nous profiterons de cette introduction
pour introduire ici la notion de surface :

Définition 4 L’espace R est rapporté a un repére {0, Z, f, l;} . Etant don-
née une application f d’une partie D de R? dans R , nous appelerons surface
d’équation z = f(x,y) l’ensemble S formé des points M dont les coordonnées
x,y,z vérifient (z,y) € D et z = f(z,y) .

1.3 Un autre exemple

Déterminer si elle existe , la limite :

In(1 + zy)
1m - e————
(2y)—(0,0) 2% + y?

Cette fois cette limite n’existe pas . Voici le tracé de la surface d’équation :

~ In(1+ 2y)

z:g(x,y) = w2+y2

au voisinage de 'origine .




La discontinuité est visible a l’origine par un ”trou” dans le tracé .

2 Dérivées partielles

Nous considérons ici une fonction f définie sur un ouvert €2 de R™ et un
point a € Q.

2.1 dérivée partielle en un point

Définition 5 La dérivée partielle de f au point a = (aq,...,a,) par rap-
port a la i-eme variable est définie , si elle existe , par la limite du taux
d’acroissement :

Remarque

Dans le cas d’une fonction de deux variables , on a par exemple :

of .. flai +ta) — fla1,a2)
%(a)—hm .

Définition équivalente 6 La dérivée partielle de f au pointa = (as,...,an)
par rapport a la i-éme variable est définie , si elle existe , comme la dérivée
en zéro de la fonction de R dans R :

t— fla+té)

2.2 Applications de classe C!

Définition 7 Si la dérivée partielle de f par rapport a la i-éme variable
existe en tout point de 2 , on définit 'application dérivée partielle :

OF . seq Y




Définition 8 Si pour tout i € [1,n] les dérivées partielles de f

of

8:131'
sont définies et continues en tout point de Q , on dira que f est de classe
C' sur Uouvert ) .

2.3 Notations de Monge

Les notations :
o,
ox; Ti
sont attribuées a Gaspard Monge (1746-1818) . D’abord professeur a 1’école
du génie militaire de Mézieres , il y invente la géométrie descriptive pour le
tracé des ouvrages de défense; il travaille sur de nombreux sujets , notam-
ment les équations aux dérivées partielles , de 1772 & 1780 . Elu a ’académie
des sciences , il est nommé en 1783 examinateur des éleves de la Marine,
ou il succede a Bezout . Il participe a la création de I’école polytechnique |,
accompagne Bonaparte en Egypte , puis reprend son poste de professeur a
I’X , d’ou il sera licencié apres la chute de 'Empire. Il est aussi courant de
noter, en mécanique par exemple :

of
81‘2'

0% f

_2 pr—
ox;

2.4 Calcul pratique

Dans la pratique on dérive par rapport a une variable, en considérant les
autres comme constantes; on écrira par exemple :

9 2

—(z° — 2z2y) = 2(z —

5 y) =2(z —y)

Les regles de calcul sont les mémes que pour les dérivées des fonctions d’une
variable ; par exemple, pour un produit :

9fg _ Of
et la dérivation partielle est linéaire :

Olaf+g) _ 0f . 99

dg

g+f8xi

Exemples

a) Sir = /22 +y?, alors

b) Si # = arctan g, alors
x




2.5 Algebre des fonctions de classe C!

De ces regles de calcul, il résulte facilement le résultat suivant :

proposition 1 Les fonctions de classe C' sur Uouvert Q et & valeurs dans
R forment une algebre pour les lois suivantes :

e Addition des fonctions.
o Multiplication d’une fonction par un scalaire.

e Produit de deuz fonctions

Toutefois pour calculer la dérivée partielle d’'une fonction prolongée en
un point, il est indispensable de recourir & la définition , c’est a dire a la
limite du taux d’accroissement.

2.6 Calcul des dérivées partielles en un point de prolonge-
ment - Un exemple

Pour (z,y) # (0,0) et |zy| < 1 on pose :

In(1+ zy
Z—g(w,y)—igTyQ)

et g(0,0) = 0 . Calculer les dérivées partielles de g en (0,0) . On constate
que cette fonction admet bien des dérivées partielles a I'origine et pourtant
g n’est pas continue en ce point .

Remarque

Pour une fonction de plusieurs variables, 'existence des dérivées partielles
en un point n’entraine pas la continuité , alors que pour une fonction d’une
variable la dérivabilité entraine la continuité . En effet il suffit d’une direc-
tion pour parcourir la droite réelle , mais deux directions ne permettent pas
de juger du comportement d’une fonction dans un plan!

2.7 Dérivée selon un vecteur

D’un point de vue physique, cette dérivée représente la variation de la quan-
tité f(x) quand on se déplace dans une certaine direction avec une certaine
vitesse ; elle est définie ainsi :

Définition 9 Nous considérons ici une fonction f définie sur un ouvert €2
de R™ | un point a € Q) et un vecteur non nul @ . La dérivée f au point
a = (ai,...,an) selon le vecteur U est définie , si elle existe , par la limite
du tauz d’acroissement :




Remarque

Si ¢; est le i-eme vecteur de la base canonique , on a :

of

De}f(a) 8:62( )

3 Différentiabilité des fonctions de R" dans R

3.1 Différentielle de f en a

Définition 10 Nous considérons toujours une fonction f définie sur un
ouvert 2 de R™, un point a € Q. On suppose que f admet des dérivées
partielles par rapport a chaque variable au point a. On appelle différentielle
de f en a et on note df, Uapplication linéaire de R™ dans R définie par :

n

df, hZ(h1,-~;hn)_>Z

3.2 Remarques

e La différentielle de f en a est donc une forme linéaire sur ’espace R",
c’est a dire une application linéaire de R™ dans R ; L’ensemble de ces
formes linéaires s’appelle 'espace dual de R™.

e Le calcul de la différentielle est linéaire, c’est a dire que si f et g sont
deux applications admettant des dérivées partielles en a et si A € R |
alors :

d()‘f + g)a = )\dfa + dga

3.3 Ecriture de la différentielle
Pour tout indice ¢, 1 < ¢ nous notons dx; la forme linéaire définie par ;
dr;: © = (21,...,2n) = T;

Ces formes constituent une base B* = {dzi,...,dz,} du dual de R"; la
différentielle de f s’écrit dans cette base :

Z 81‘1 a) dz;

En effet pour tout vecteur h = (hq, ..., h,) € R™ on aura :

(3 g ) = 3 3w anion = 3= FL o =




Exemple

Si f est une forme linéaire sur R”, alors en tout point a on a : df, = f . En
effet la forme linéaire f est définie par une expression du type :

n
f(z1, 2, ... xn) = Z a;x;
i=1

ou les a; sont des constantes réelles qui caractérisent f. Les dérivées par-

ox;

a n
tielles sont donc constantes : —f =aqa; etona: df, = Z a; dx; =
i=1

3.4 Différentiabilité de f en a

Définition 11 Nous considérons toujours une fonction f définie sur un
ouvert  de R™, un point a € Q. On suppose que f admet des déri-
vées partielles par rapport a chaque variable au point a. On dira que f
est différentiable en a si et seulement si pour tout accroissement vectoriel

h = (h1,...,hn) € R™ assez petit , on peut écrire un développement limité au
premier ordre de la forme :

fla+h) = f(a)+dfa(R) +o(|| b ||)
soit encore :

of

o, WP+l )

f(al + hla ey G+ hn) = f(a’la "'7an) + Z
=1

Remarque

La notation || h || désigne ici la norme du vecteur pour une norme choisie
dans R™ ( toutes les normes sont ici équivalentes ) .

Exemple

fla,y) =2 +y°
f est différentiable en tout point (a,b) de R?, en effet :
fla+h,b+k) = f(a,b) + 2ah + 2bk + (h* + k?)
et si on choisit la norme euclidienne, il est clair que , en notant u = (h, k) ,
on a bien : h? + k2 = ||ul|?> = o(||ul]).
Proposition 2 Une fonction différentiable en a est continue en a.

en effet on a alors :
lim f(a+ h) = lim f(a) + dfa(h) + o(|| b [|) = f(a)
h—0 h—0
puisque la différentielle df,, linéaire , est donc continue. On retiendra donc
que ce n’est pas ’existence des dérivées partielles mais bien la différentiablité
qui entraine la continuité.




3.5 Cas des fonctions de classe C!

Théoréeme 1 Si f est de classe C' sur ouvert Q , alors f est différentiable
en tout point a € Q) .

démonstration

Elle consiste a passer de a + h & a par des déplacements successifs paralleles
aux axes de coordonnées et affectant une seule variable a chaque fois. On
note : h = (hy,...,hy,) et v, = h; pour tout entier 1 < j < n ,

Vj = (hl, ceny hj, 0, 0)

et vg = 0 . On calcule :

n

fla+h) = fla) = fla+vn) — fla) = > fla+v;) — fla+vj_1)

Jj=1

n

flat+h) — fla) =3 [fla+uvj1 + te)))y

Jj=1
en notant e; = (0,...,1,...,0) le j-eme vecteur de base canonique. Nous

pouvons écrire les variations [f(a + vj—1 + tej)]gj sous forme intégrale ; en
effet , la dérivée au point t de la fonction

t — fla+vj_1 +tej)

se calcule facilement en prenant la limite quand ¢ tend vers zéro du taux
d’accroissement :

f(a +vj-1+ (t + 5)6j) — f(a +vj-1+ tej)
0

7(9)

0
et par définition , cette limite est a—f(a +wvj_1 + te;) . Nous pouvons donc
Lj

écrire :

fla+h)— f(a) = i/ﬂhj %fj(a +vj_1 + te;)dt (1)

d’autre part on a également
df, a(h) =

on fait alors la différence de (1) et (2) :

n h;
fla) = f@) = drut) =3 [ (GL @+ va+te) - 2 (@) at @)
j=1 J J

9




La continuité des dérivées partielles permet alors de montrer que ceci est bien
un o(|| h ||) . Examinons par exemple 1'une de ces intégrales et majorons la :

7 . ) < v
‘ /0 ( j (a—l—vj_1+te]) ; (a))dt’ ’h ‘ ?)I;Lp] (a—i—v] 1—|—te]) J (a)‘

Prenons par exemple la norme de la plus grande coordonnée :
| h ||= max |h;|.Alors

of

’/ a—l—v] 1+tej) — 67j(a))ahg‘ <||h| sup ﬁ of

~—(a)
veBagny |02 O ‘

et la borne supérieure ci dessus tend vers zéro avec || h || du fait de la
continuité de la dérivée partielle. Chaque intégrale est bien un o(|| h ||) et
donc il en est de méme de leur somme. L.

Remarque

De cette démonstration on peut retenir le fait que si f est de classe C*
sur Pouvert  C R2?, contenant le rectangle [a,b] x [c,d] alors V(z,y) €
[a,b] X [e,d] :

bof
o 0z

Tof
Ay

f(bay) - f(aa y) = ( )dt

f(:L‘,C)—f(:L‘,d):

C

9 (z, t)dt

formules qui remplacent la relation f(b) f f/(t)dt bien connue
pour les fonctions d’une variable.

3.6 Dérivée d’une fonction composée

Théoréme 2 On se donne n fonctions de R dans R :
xz; t—x; (t)

de classe C1 sur Uintervalle I et une fonction f de R™ dans R de classe C*
sur l'ouvert €. On suppose que :

Viel :x(t) =

Alors :
bt far(t),...

est de classe C1 sur Uintervalle I et :

Vtel @ ¢l(t) =) ggf (21(t)
=1




Pour la démonstration nous calculons : ¢(t + h) = f(x(t + h)). Pour tout 4
on a:

zi(t + h) = z;(t) + z;(t)h + o(h)

ce qui en introduisant le vecteur dérivé 2/(t) de la fonction vectorielle x
s’écrit : x(t +h) = z(t) + ha'(t) + o(h), le o(h) étant cette fois une fonction
vectorielle dont les n composantes sont des o(h). Pour plus de commodités,
nous 1’écrirons heThj avec }lbli}]% eTh_5 =0.

$(t+h) = F(a(t)+ha (t)+he(h)) = F(@()+dfo(p (ha'(¢)+he(h))+o(|| ha (t)+he(h) ||)

Comme : || ha'(t) + hﬁ = |h| || =’ (t) + m I, on voit que
of|| h'(t) + he(h ) = o(h). En utlhsant la linéarité de la différentielle on
obtient alors :

G(t +h) = B(t) + . dfo() (& (£)) + D df () ((B)) + o)
Mais la différentielle est une application linéaire continue :

—,

lim df, ) ((h)) = dfao (0) = 0

donc on a bien montré que :

¢t +h) = ¢(t) + h dfy4)(2'(t)) + o(h)

Ceci prouve que ¢ est dérivable au point t et aussi que :
¢'(t) = df ) («'(1))

Exemple

L’espace R? euclidien étant rapporté a un repeére orthonormé , déterminer
le point de la courbe de représentation paramétrique :

r=t y=t> z=t> tc|0,1]

le plus éloigné de l'origine O.
I1 suffit ici de considérer la fonction :

¢ t— HOM (t)
dont on calcule la dérivée par rapport a ¢ :

t+2t3 4+ 3¢5

V2 4 t4 + 16

La fonction est croissante dont extrémité (t=1) est le point le plus éloigné

¢'(t) =




3.7 Applications aux équations différentielles exactes
3.7.1 Etude d’un exemple

Considérons par exemple le probleme suivant : On cherche les fonctions
dérivables de R dans R vérifiant :

22y + (1 + 22)y'(z) = 0 (e). On remarque facilement que la fonction f

0 3}
définie par f(z,y) = (1+ x?)y vérifie 8_£ = 2zy et 8_ch =1+ 22, si bien que

I’équation différentielle s’écrit :

0 0
8_;]; + 8—];?/(&:) =0 (e)

ce qui d’apres la dérivation des fonctions composées équivaut a

d—f(ac,y(:c)) = 0 ou encore a f(z,y(x)) = Cte. Nous pouvons donc en
z

déduire que les solutions de ’équation sont les fonctions définies par :

3.7.2 Généralisation

Cette méthode de résolution se généralise a toute équation de la forme :

@) + (o y()y (@) =0 (e)

que l'on appelle souvent équation différentielle exacte. Les courbes intégrales
de cette équation admettent pour équation cartésienne :

f(z,y) = Cte

4 Vecteur gradient

4.1 Gradient de f en a

Dans cette partie , R™ est muni du produit scalaire usuel

<zmy>=Y wy
i

Définition 12 Nous considérons toujours une fonction f définie sur un

ouvert {1 de R™ |, un point a € Q . On suppose que f admet des dérivées

partielles par rapport & chaque variable au point a . On appelle gradient f
— e

en a et on note gradf(a) ou V f(a) le vecteur de R™ :

V(@) = (5 (@) s 5 (@)




Remarque

Dans la base canonique le gradient s’écrit donc :

n
—

Vi(a) =

i=1

B2, (a)é;

4.2 Ecriture de la différentielle

L’action de la différentielle sur un vecteur peut s’exprimer comme le produit
scalaire :

dfa(ﬁ) =< ﬁf(a),ﬁ >

On trouve ici une excellente illustration du fait que pour un espace euclidien
FE , le dual E* est isomorphe a E ;| toute forme linéaire corrspondant au
produit scalaire par un vecteur donné .

4.3 Retrouver une fonction a partir de son gradient

Pour déterminer f connaissant v f= ZAie_; on doit intégrer le systeme

(]
d’équations :

Vi€ [l.n] : gj; = A;(x1,22,...2y)

Examinons quelques exemples :
e Déterminer la fonction f de R? dans R dont le gradient est égal a
y¥i 4+ (2zy — 1)5 .
(Réponse : f(z,y) = zy> —y + Cte . )

e Déterminer la fonction f de R? dans R dont le gradient est égal a
Yy —xj .
(Réponse : le probleme n’a pas de solution .)

Cette question sera reprise plus loin d’une maniére plus systématique...

5 Dérivées partielles d’ordre supérieur
5.1 Dérivées partielles d’ordre deux

Définition 13 Si l'application 8f admet une dérivée partielle par rapport
Zi

a la j-éme variable au point a on pose :

Y@ - 2 ()W

(%cjﬁxi @ N 8a:j 83:1




5.2 Applications de classe C?

Définition 14 §i la dérivée partielle de f par rapport auz i-éme et j-émes
variables existe en tout point de Q) , on définit I’application :

2 2
o’f zeN— of

(z)

89@1835 5 : 8.73,(9.%’ yi

On note également :
0% f
8mi8xj

"
= fxixj

Définition 15 Si pour tout couple d’indices (i,7) € [1,n]? les dérivées par-
tielles de la fonction f
0% f
8l‘¢amj
sont définies et continues en tout point de Q , on dira que f est de classe
C? sur louvert ) .

5.3 Le Théoréme de Schwarz et ses conséquences
Les dérivées partielles ne dépendent pas de ’ordre des dérivations effectuées :

Théoréme (admis) 3 Si f est de classe C? sur Q alors :

0% f B 0% f
8£L’ia$]’ - 8.%]8371

Pour une démonstration de ce résultat , voir par exemple [2] ou [1].

5.3.1 Généralisation

Ce théoreme se généralise aux dérivations partielles d’ordre quelconque. On
peut définir par récurrence pour tout n-uple d’entiers mi,ma, ..., m, la dé-

o f

—F (a) . avecm=mq + ... + My .
8x1m1...8xnmn( )

rivée partielle :

5.4 Application : Reconnaitre si un champ de vecteurs est
un gradient

5.4.1 Définition d’un champ de vecteurs

Définition 16 On appelle champ de vecteurs v défini sur un ouvert ) de
R™ une application de 2 dans R™.

Relativement a une base de R"™, par exemple la base canonique {e;}i—1.n, le
champ de vecteurs au point M = (z1, ..., x,) s’écrit :

v(—MS = i Ai(z1, .y xn)E;
i=1

Les fonctions A4; de 2 dans R™ sont appellées les coordonnées du champ.

14




5.4.2 Cas d’une fonction de deux variables

Théoréeme 4 Soit P et Q deuz fonctions de classe C' sur louvert simple-
ment connexe ) de R? |, alors le champ de vecteur défini par

V(z,y) €eQ : U= P(m,y);—k Q(m,y)j

est un gradient si et seulement si :

0
V(:c7y) €N : a_y($ay) = a_g(xay)

Démonstration

e Il est clair que la condition est necessaire en effet si ¥ est le gradient
d’une fonction f , alors P(z,y) = Bz et Q(a: y) = a—f Comme [ est

de classe C? le théoreme de Schwarz donne :
op _ *f _ &f _0Q
oy  Oydxr Oxdy Oz

On remarquera qu’il n’est pas nécessaire que 'ouvert soit simplement
connexe ( c’est a dire sans trou et d’un seul morceau ) pour prouver
que la condition est nécessaire.

Nous démontrerons la réciproque dans le cas particulier ou 'ouvert €2
est étoilé par rapport & un point que nous pouvons toujours prendre
comme étant l'origine O. Si M(x,y) € Q, le segment OM est inclus
dans 2, c’est a dire que V¢ € [0,1], (tz,ty) € Q. Nous pouvons alors
définir une fonction f sur 2 par :

1
V(z,y) €Q : f(z,y) :/o zP(tz,ty) + yQ(tz, ty) dt

Les théoreme de dérivation des intégrales & parametres s’appliquent et
nous calculons par exemple que :

of
Oz
0P _9Q
" Oy Ox’

of
ox

V(z,y) € Q :

1 oP 00
(z,y) —/0 P(t:c,ty)—i—xta—zr(tm,ty)—i—yt%(tm,ty) dt

Mais d’ou :

—(z,v) / P(tz, ty) —i—:vta—P(tac ty) +yt8p (tz,ty) dt

Ox Ox

of _ 1 op
%(x,y) —/0 P(tz,ty) dt+/0 tﬁ(tx,ty) dt

En calculant la derniére intégrale par une intégration par parties par
rapport a t :

gi(xy / P(tx,ty) dt+[tP (tx ty / P(tz,ty) d

15




0
soit apres calcul 8f (z,y) = P(x,y). On montre de la méme fagon que

0
8—f(:c, y) = Q(z,y). O (Pour le cas général voir par exemple [3]).
Y

Remarque

Nous verrons dans la lecon sur les intégrales multiples et curvilignes
que ’hypothese faite sur 'ouvert §2 est bien nécessaire.

5.4.3 Cas d’une fonction de trois variables

Le résultat précédent se généralise ; pour plus de commodités, nous dé-
finirons tout d’abord le rotationnel d’un champ de vecteurs. L’espace
est rapporté a un repeére orthonormé (0,1, j,k) .

Définition 17 Etant donné un champ de vecteurs ¢ = Ai + Bj + Ck
de classe ¥ C' défini sur Uouvert Q de R® Nous appelerons rotationnel

- — o
de U le champ de vecteurs rot(v) défini par :
oC 0B <8A oC )

k@ = (3, - 3.)7+ (5 ~ & (5 ~ 5 )F

or Oy

Remarque

La quantité ci dessus est en fait formellement le produit vectoriel de
Popératenr Nabla : ¥ — 7+ 271+ 9

opérateur Nabla : V = —i + —
P o' "oy’ T oz

7 VAT

—Fk avec le champ :

On peut alors prouver le résultat suivant :

Théoréme 5 Soit P, Q et R trois fonctions de classe C' sur 'ouvert
simplement conneze 0 de R , alors le champ de vecteur défini par

V(w,y,2) €Q : T= Pla,y,2)i + Q(,y,2)j + Rlz,y, 2)k
est un gradient si et seulement si :

YM(z,y,2) € Q : Tob(T) (M) =V A vo(M) =

On peut facilement montrer que la condition est nécessaire ; en effet si
— =, AN —
v = Vf, alors la premiére composante de rot(v) vaut :
! /

afz_afy 1

oy 0z v T
d’aprés le théoreme de Schwartz. Il en est de méme pour les deux
autres composantes. Pour la réciproque la démonstration est analogue
a celle que nous avons donnée pour deux variables dans le cas d’un
ouvert étoilé.




6 Equation de Laplace et fonctions harmoniques

6.1 Laplacien

Définition 18 On appelle Laplacien de la fonction f de classe C? sur
Pouvert Q0 C R™ la fonction Af définie par :

Vee Q: Af(z) = 5
o 07

(z)

En dimension trois par exemple, on a :

B B

Af = — Z 4
/ 0x2  Oy? 022

Nous nous limiterons dans la suite & des fonctions de deux variables.

6.2 Fonctions harmoniques

Définition 19 La fonction f de classe C? sur ouvert Q C R? est dite
harmonique si elle vérifie en tout point de Q l’équation aux dérivées
partielles de Laplace :

B 0%f  O%f

+ 5y =0 (L)

Af =gzt oz

6.3 Un exemple de probléme avec conditions aux limites

Nous cherchons ici & déterminer une fonction qui soit continue sur le
carré K = [0,1] x [0,1] et qui soit harmonique & 'intérieur de K .
Nous demanderons en outre que les conditions aux limites suivantes
soient vérifiées :

{Vm €10,1] f(x,0) =0 (1)
Vz €[0,1] f(z,1) =sinmzx (2)

Nous chercherons f sous la forme f(z,y) = ¢(z)1(y) , les fonctions ¢
et 1 étant supposées dans C%([0,1],R) . La condition (2) nous donne :

Vz e [0,1] : f(z,1) =sinma = ¢(z)y(1)

ce qui a un coefficient multiplicatif pres détermine ¢ ; nous prendrons :
¢(z) = sinmx Vz € [0,1]. L’équation (L) devient alors :

V(z,y) €]0,1[ : sin(rz) [ (y) — 7*P(y)] =0

On en déduit ( prendre par exemple x = % ) que 1 est solution de
I’équation différentielle linéaire :

P (y) — mY(y) =0

17




donc de la forme : ¥(y) = Acoshnmy + Bsinh7y . Nous devons avoir
a cause de (2) (1) =1 et a cause de (1) ¥(0) = 0 ce qui permet de

déterminer les constantes Aet B: A=0et B = . La fonction

sinh 7
f cherchée est définie par :

sin x sinh 7y

flz,y) =

sinh 7

La représentation graphique de f est donnée a la figure 5 :

Fig.5
Pour une étude complete des fonctions harmoniques, voir par exemple

]

7 Extrema des fonctions de plusieurs variables

7.1 Extrema et points critiques

Définition 20 La fonction f définie sur l'ouvert @ C R™ a valeurs
dans R admet un mazimum (respectivement : minimum ) local au
point a € Q s’il existe un voisinage V de a tel que : Yr €V : f(x) <

f(a) ( respectivement f(z) > f(a) ).

\

Théoréme 6 Si la fonction f de classe C' sur ouvert Q@ C R™ a
valeurs dans R admet un extremum au point a , alors :

of

Vi € [1..n] D

(@) =0

Définition 21 Un point a € Q) tel que :

of

Vi € [1..n] .

(a) =0

est appelé un point critique de f.

18




7.2 Point selle

Le théoréeme 10 nous dit alors que les extrema d’une fonction ne
peuvent se produire qu’en un point critique. par contre la réciproque
est fausse ; en un point critique, il n’y a pas nécessairement un extre-
mum pour la fonction. Considérons par exemple la fonction de deux
variables définie par f(z,y) = 22 —y%. On vérifie facilement que 1’ori-
gine O(0,0) est un point critique, mais ce n’est pas un point ou la
fonction admet un extremum comme le montre la représentation gra-
phique de f donnée & la figure 6. La surface d’équation z = 2% — 32
présente une allure de “point selle” ou de “col” au voisinage de 1’ori-
gine.

7.3 Recherche pratique d’un extremum

Nous nous limitons ici au cas d’une fonction de deux variables ; dans la
pratique on détermine d’abord le ou les points critiques éventuels puis
au voisinage d’un point critique (a,b) on pose : x = a+ h,y =b+k
et on étudie le signe de la différence :

5(h, k) = f(a+ h,b+k) — f(a,b)

pour h et k voisins de zéro.

Exemple
Considérons la fonction définie sur R? par :
f(z,y) =222 + y* — 22y + 4z

Les points critiques éventuels sont les solutions du systeme :

O — 4zx-2y+4 =0

% 2y — 2z =0
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Il y a un seul point critique : (—2,—2) . On calcule :

5(h,k) = f(—2+h, —2+k)— f(—2,—2) = 2h?+k?—2hk et on remarque
que Y(h,k) € R? : §(h,k) = (h — k)2 + h% > 0 On a donc trouvé
un minimum qui est de plus strict car §(h,k) > 0 si (h,k) # (0,0)
. Voici lallure de la surface d’équation z = f(z,y) au voisinage du
point critique :

Fig. 7

7.4 Larégle “rt—s?” pour une fonction de deux variables

Dans le cas des fonctions de deux variables la régle dite 7t — s2 ( voir
[5] page 922 par exemple ) permet d’énoncer des conditions suffisantes
pour l’existence d’un extremum.

7.4.1 Formule de Taylor & ordre deux

Nous admettrons sans démonstration le résultat suivant (cf. [1]

Théoréme 7 Si f est de classe C? sur l'ouvert QR? alors, en tout
point (a,b) de Q on peut écrire pour h et k assez petit, le développement
sutvant :

(a,b)h + a—f(a, bk + ...

of
+ 2= 3y

flathb+k) = fla,b) + o~
(a,b)hk + %(a, b)k*| 4 o(h® + k?)

0% f
0xdy

b)h? + 2
x(a,) +




7.4.2 Notations 7,1, s

En un point critique (a,b) de f, nous noterons :

&

9f Pf o2 f
"7 022

(a, b), t= 8—y2(a, b), S = M

(a,b)

7.4.3 La regle “rt — s%”

Proposition 3 Si f est de classe C? sur Q C R? et si (a,b) est un
point critique de f, alors :

— Sirt—352>0etr <0 f présente un maximum en ce point.

— Sirt—3s%>>0 etr >0 f présente un minimum en ce point.

— Sirt —s% < 0 f ne présente pas d’extremum en ce point (point
selle )

Sirt —s? =0 on ne peut conclure.

Au voisinage du point critique on a :

1
flathb+k) = fla,b) + 5 rh? + 2shk + tk%| + o(h? + k?)

Pour h et k assez petit la différence 6(h, k) = f(a + h,b+ k) — f(a,b)
est donc du signe de la forme quadratique q(h,k) = rh? + 2shk + tk%.
Nous supposerons le lecteur familiarisé avec les formes quadratiques.
La matrice de cette forme en base canonique est :

=)

Cette matrice symétrique réelle admet deux valeurs propres réelles A
et petona:

Tr(A)=r+t=A+p det(A) =rt— s> =\
Supposons par exemple que 7t — s2 > 0 et r < 0; les deux valeurs
propres sont de méme signe. Comme 7 < 0 on a aussi ¢ < 0 sinon
on aurait 7t — s> < 0. Donc A + u < 0, ce qui entraine que les deux
valeurs propres sont négatives. La forme quadratique est donc définie
négative, c’est a dire que :

V(h,k) # (0,0) : q(h,k) <0

La différence § est donc négative au voisinage du point critique; on a
un maximum local. On traiterait de méme les autres cas.




8 Théoreme des accroissements finis

L’inégalité des accroissements finis connue pour les fonctions d’une
variable se généralise aux fonctions de plusieurs variables sous la forme
suivante :

Théoreme 8 Soit D un ouvert convere de R™ et f une application
de D dans R de classe C' . Alors V(A, B) € D? :

[F(B) = F(A)] <|| AB]| sup V()|
z€EAB

Démonstration

On considere la fonction réelle :
¢ :tel0,1] — f(A+tAB)eR

qui est la composée ¢ = f o1 de f et de la fonction de classe C :
Y : t— A+tAB . Sa dérivée est donnée par :

¢ (t) = (VI (1), ¢/ (t)) = (VF(A+tAB), AB)
L’inégalité de Cauchy Schwarz nous donne alors :
vt [0,1] ¢ |¢/(t)] < [VF(A+tAB)||AB|
. L’inégalité des accroissements finis appliqués & ¢ donne :

6(1) — $(0)] < 1. sup [¢'(¢)]

t€(0,1]

soit encore :

|£(B) = f(A)| < | AB|| sup [[Vf(A+tAB)]|
tel0,1]

Corollaire 9 Soit D un ouvert convexe de R™ et f une application
de D dans R de classe C* telle que ¥z € Q : Vf(z) =0, alors f est
constante .
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9 Exercices - Premiére série

Exercice 1 (CCP PSI 2004)

Pour tout couple (z,y) de R? différent de (0,0) on pose :

1 — cos(z? + y?)

fla,y) = — vy

Montrer que f se prolonge par contonuité en (0,0) et donner la valeur
de f(0,0). Calculer f;(0,0) et f;(0,0).

Exercice 2 (TPE PC 2004)
Soit f la fonction de R? dans R définie par :
flz,y) =zyy1—z—y
définie a l'intérieur du triangle :
T={(z,y) /2>0,y>0, 1 —z—y>0}

Déterminer les extrema de f.

Exercice 3 (CCP PSI 2004)
Soit f la fonction de R? dans R définie par :
fla,y) =a* + 2%y +y°

Déterminer les extrema de f.

Exercice 4

Soit f la fonction de R? dans R définie par :
1
Va2 +y?+ 22

Est ce que f est harmonique sur son domaine de définition ?

f(fCaZhZ) =

Exercice 5

Existe t’il une fonction f telle que le champ de vecteurs V défini par :

v 3 +ry?+ o
(33’ ): ) b)
T +y

soit égal a gradf?




10 Exercices - Deuxiéeme série

exercice 1 - CCP MP 2001

On considere la fonction f de R? dans R définie par f(0,0) = 0 et
sinon ( ) 2)
Cay(a® —y
.f(:ca y) - :CQ + y2

Est ce que f est de classe C!?

Exercice 2

Déterminer les dérivées partielles & 'origine de la fonction f définie
par :
’ 0 si (z,y) = (0,0)

Exercice 3
Déterminer les extrema de la fonction f définie sur R? par

flz,y) =222 +y* —ay — Ty

Exercice 4
Déterminer le polynome des deux variables x et y le plus général so-

lution de I’équation aux dérivées partielles : xP, +yP, = 4P.

11 Solution des exercices - Premieéere série

Exercice 1 (CCP PSI 2004)

Si nous posons r = /z2 + y2, nous avons :

1 — cos(r?)

r2

flz,y) = g(r)

Quand (z,y) tend vers (0,0), r tend vers zéro. Un développement
limité de g(r) en zéro nous donne :

On a donc :

li — i - 01
(x’y)lg}o’o)f(x,y) lim g(r)
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et on peut prolonger par continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0.
Nous calculons f/.(0,0) & 'aide d’un taux d’accroissement :

fl (0 0) — lim f(ma 0) — f(0,0) — lim 1— COS(.%'Q)

z—0 xT z—0 563

de nouveau un développement limité conduit & : f1(0,0) = 0. Par
symétrie : f1(0,0) = 0.

Exercice 2 (TPE PC 2004)

Soit f la fonction de R? dans R définie par : Comme V(z,y) € T
f(z,y) = xzyy/1 — 2z —y > 0 et que la fonction prend la valeur 0 sur
les cotés du triangle (i-e pour z = 0 ouy = 0, ou x +y = 1), on
peut dire que f est minimale sur le bord de T'. On peut chercher un
extremum & l'intérieur Q de T'; f est de classe C! sur 'ouvert Q, de
dérivées partielles :

;Y2 -3z —2y) ,_ x(2— 3y —22)

SN N T

Le systeme des points critiques f; = f, = 0 est équivalent & :

2-3y—2z =0
2—-3y—2z =0

On en tire facilement z = % ety = % Comme T est compact et f
continue, il existe forcément un point de T" ou f atteint son maximum,
et ce point est nécessairement un point intérieur puisque il est clair
que f ne peut étre maximale en un point de la frontiere. Comme il
n’y a qu’'un seul point critique a l'intérieur de 7', la fonction f admet
donc nécessairement son maximum en ce point.

Exercice 3 (CCP PSI 2004)

La fonction f est définie sur ,,athbbR?.
la fonction de R? dans R définie par :

flz,y) =2* + 2%y + ¢

Le systeme des points critiques f; = f,, = 0 s’écrit :

2¢(1+y) =0
22 +3y2 =0

Il y a un seul point critique : O(0,0). Mais comme f(0,y) = y3 change
de signe au voisinage de y = 0, ce point n’est pas un extremum local
pour f.




Exercice 4

La fonction f est définie sur R? privé de I'origine O(0,0,0) par :
1
Va2 +y? + 22

Commencgons par poser r = /x% + 3% + 22 ; nous calculons facile-
ment :

f(CC,y7Z) =

x Y z
/ / /
r = — —

e r = —— r=——
x RERR REE r3

f est harmonique sur son domaine de définition.

Exercice 5

3+ 2+
g =

37 2
7, =EHE )

= #+a:(1)ilestfaciled’intgrercettequation(1)pa7'7"app0rtx: fz,y) =

iln (:c2—|—y2) —l—%Z—i—C(y) (3)oCestune fonctiondrivabledelavariablerelley. Drivons(3)parrappor

2
C’(y)=-2y, soitC(y) = —% + K avec K € R. La fonction f existe

bien et elle est de la forme :

Remarquonsque :

, . — .
L’équation gradf :vquwautausystme : {

1 .’172 2
fay) =5 (2 +9?) + 5 - L+ K

12 Solution des exercices - Deuxieme série

Correction de ’exercice 1 - CCP MP 2001

On considere la fonction f de R? dans R définie par f(0,0) = 0 et
sinon (a2 2)
zy(z? —y

.f(:ca y) - 2 + y2
Il est clair que cette fonction admet des dérivées partielles continues
en tout point autre que O(0,0). Commencons par calculer ses dérivées
partielles a lorigine :

,0)— £(0,0 .0

72(0,0) = timg JEO=IO0 _ i, 0

z—0 x z—0 T

de méme fé(0,0) = 0. Nous calculons maintenant les dérivées par-
tielles de f en un point (z,y) # (0,0).

ly(z? — y?) + 222y](x? + y* — 22%y(2? — y?)
(.’132 + y2)2

fo=
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soit apres simplification :

3

- x2 —y2 N 4x2y
x _yx2+y2 22+ o2
Pour savoir si cette dérivée partielle tend vers 0 quand (z,y) tend vers

(0,0) nous utilisons les coordonnées polaires 7,6 avec r = /22 + y?;
on obtient alors :

5

T3 T
f1= 55000) +4550(0) = r(6(6) + ¥(0))

ou ¢(0) et ¥(0) sont des fonctions bornées de § qu’il n’est pas utile
de préciser. Sous cette forme on constate que quand (z,y) tend vers
(0,0), r tend vers 0, et par conséquent :

(z,y%igl(o’o) folw,y) = lim = 7(6(0) +¢(6)) = 0 = £(0,0)

et de méme on monterait, par symétrie de = et y que :

li / =0=f(0,0
w0 fy(z,y) f,(0,0)

La fonction f est donc de classe C! sur R2.

Correction de ’exercice 2

On calcule les dérivées partielles de f a l'origine :

of .. f(t,0)—0
%(0,0) = lim ————

t—0 t
g(o,o) _ iy L0 =0

Oy t—0 t

=0

=0

Correction de ’exercice 3

Le seul point critique est (1,4) . On calcule
2 2 k.o 2, 3.2
fA+hd+k)— f(1,4) =2h° + k* — kh = (h—a) +h +Zk

Cette forme quadratique est donc définie positive et il y a un minimum .




Correction de ’exercice 4

On écrit P sous la forme :
P(z,y) =Y apqzPy’
P q

ce qui donne :

?3_]; =D papga” "y’
p q

?‘TP =D gty
Y p q

Iéquation zP; + yP, = 4P équivaut a :

V(x,y) : Z Z(p +q—4)ap q2Py? =0
P q

On en déduit que P est un polynéme homogene de degré quatre.

P(z,y) = Z ap,qz’y?
(p9) / p+g=4
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